Lycée secondaire Fiche de cours Prof : Selmi.Ali
Mareth Théme : Continuité et Lmites 4"*MeMath

I- Continuité et limite en un réel :

On rappelle que :

* Toute fonction polynéme est continue en tout réel

* Toute fonction rationnelle est continue en tout réel de son domaine de définition

* Les fonctions : X — sin X et X ——> €0S X sont continues en tout réel "N

Théoréme : 7
Soit f et g deux fonction définies sur un intervalle ouvert | contenant a.
* Si f et g sont continues en a alors les fonctions : . O

af(eeR);|fl;f"neN’, f+getfxgsontcontinues en a. O/
* Si f et g sont continues en a et g (a) = 0 alors les fonctions : g

st
* Sj f est positive sur | et f est continue en a alors[f est continue en a . /‘/\’

@
7 hY '
Théoréme : o
Si f est définie sur un intervalle ouvert pointé I\ { a} et f admet une limitefinie’l lorsque x tend vers a alors la

L1 g en et sont continue en a.
g g g

. . f i .
fonction f définie sur I par : g (X) = { I(X) ;Ixxjaa est continue en a ()

La fonction g s’appelle le prolongement par continuité de f en a}./
* f est continue en a si et seulement si

lim, f(xX)= lim_f(xX)=f(a) ,/ g
X—a X—>a G )
I1- Continuité sur un intervalle : %
Définition : Yy,

On dit g "une fonction f est continue sur un intervakllesouvert | si elle est continue en tout reel de I.

* f continue su:}a,“ﬂi’

by

* f continue sur [ a, b] <) * f continuea droite en a

* f contin ’E?ax’suche enb
* D’une facon analogue on définit}&a@wuité de f sur [a, b [ ; ] a,b ] ; [a, +00 [ et ] —o0, b ] .
I11- Opération sur limites A N
* Les résultats des tableaux su,b/%ts concernant les opérations sur les limites en un réel ou a I’infini
* | et I sont deux réels : QQ

1- Somme : mf? 2-Produit

lim f limg [timf+g

I I’ d+r limf |limg |limfxg

! WQ o0 | § Ix I’

TO ) ’W o 0 l#0 oo (en appliquant les régles de signes)
OON ) Vo "0 0 0 0 (régles de signes)
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3- Quotient

lim f limg lim £
g
| I’ =0 1
|1
o0 I”#0 oo (régles de signes)
L 0
1£0 ¥ ; : "\
0 oo (regles de signes) 0,
Cas particuliers : (X fini ou infini) P O
* lim (f+g)lorsque lim f=+occet lim g=-c0 L}
X —> Xo X —> Xo X —> Xo
* lim fxglorsque lim f=0 et lim g=o0 ~y,®
X —> Xo X —> Xo X —> Xo K O
* |im ilorsque lim f= lim g=0o0uc AV
X=X g X = Xo X = Xo y
Pour ces cas particuliers une transformation d’écriture des fonctions f et g nous f@éne aux tableaux précédents.

4- Valeur absolue et racine carrée \ 4
VLI

- L] %
Q0 +00 +00

Théoréme : y
* La limite d’une fonction polyndme a I’infini est la Iimiédﬁ son terme du plan haut degré
* La limite d’une fonction rationnelle a I’infini est %im‘i'té de quotient des terme du plus haut degré
IVV- Branche infinies : )
1) Asymptotes : (C : courbe de f) A
lim, f(x)=c0 ““ 3
* Sl X—>a
ou lim_ f(x)=o0
X—>a 7
*Si lim f(x)=b (b e R) anrs*a&D .y = a est asymptote horizontale a C
X — 0 A
Si lim [f(0-(@x+bl=s
* X —> 0 \U
eta ;g
2) Branche parabol-i.qg_‘_h D

*Si lim Hil ::6“a1ﬂts C admet une branche parabolique de direction I’axe des abscisses au voisinage de co
X — 0

[ J
alors la droite,&Q a est asymptote verticale a C

alors la droite D : y = ax + b est asymptote oblique a C

*Si lim J;Qoo alors C admet une branche parabolique de direction I’axe des ordonnées au voisinage de oo

X — o0
/

X
N»v (Si lim (f(x)—ax)=b (b € R)alors la droite
) X —> 0
T (x D :y=ax+ b est une asymptote a C au V (c0)
si lim H&)_4 Si lim (f(x)—ax)=oco alors la droite
x—>o X < X —> 00
ac R alors D : y = ax est une direction asymptotique a C au
voisinage de co ou C admet une branche infinie
\ parabolique de direction cellede D:y=ax
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V- Continuité et limite d’une fonction composée :

Définition :

Soit f une fonction définie sur un ensemble | et g une fonction définie sur un ensemble J tel que g (J) est inclus
dans I la fonction notée f og définie sur J par : f°g (x) = f [ g (x)]

S’appelle la fonction composée de f et g.

Continuité :

Soit f est une fonction définie sur un intervalle ouvert | contenant a et g définie sur un intervalle ouvert J
contenant f (a)

Si f est continue en a et g continue en f (a) alors g o f continue en a.

Conséquence : Q
Si f est continue sur un intervalle ouvert | et g continue sur un intervalle ouvert J tel que g (J) est i
alors f o g continue sur J. @
Limite :

Théoréme :

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert | sauf peut étre en a de | et g une fon(@ d’efmle sur J sauf
peut étreen | .

Si XIina f(x)=1 etxll_r)nI g (x) = I’alors Xll_r)na1 gof(x) =1 /\’\
VI-Limites et ordre :

Soit f, g et h trois fonctions définies sur un intervalle | sauf peut étre en a&
Sipourtoutx#aona:

*f(X) <g(X)etsi I|m f=1let lim g="ralorsI<l’

X—>a

*h(x)Sf(x)sg(x)etm I|m h= I|m g =lalors lim f:I.,O
X—>a

*f(x) =g (x) et Ilmg +ooa|ors I|mf + o0
X—a é)
*f(X)<g(x) et I|m g=-ooalors lim f =-0
X—>a

X—>a

—— Les résultats sont valables pour des limites a(Cinfini, & droite ou & gauche en a.

VII- Image d’un intervalle par une fonction @H‘I‘fue :

En 3*™ année on a vu que : A

1) L’ image d’un intervalle par une foncﬁt&ﬂ:@inue est un intervalle.

2) Théoréme des valeurs intermédiair

Soit f une fonction continue sur un I% Fhlle | et a et b deux réels de | tel que a <b.

* Pour tout réel k compris entre,f ) (b), I’équation f (x) = k possede au moins une solution dans
I"intervalle [ a,b] \,

*Sif(a).f(b)<Oalors/l’ eq\l_gbn f (x) = 0 admet au moins une solution dans [ a,b]

Remarque :

Une fonction est st s\\fémer?monotone sur un intervalle | si elle est strictement croissante sur | ou strictement
décroissante sur |,

Théoréme :

Soit f une fo continue et strictement monotone sur un intervalle | et soit a et b deux réels de I tel quea<b
alors pgur mt ompris entre f (a) et f (b) I’équation f (x) = k admet une solution unique dans [ a,b]
Théoréme:

*’N d’un intervalle fermé borné [ a, b] par une fonction continue est un intervalle fermé borné[ m,M].
m : est le minimum de f sur [ a, b]

M : est le maximum de f sur [ a, b]

Théoréme :
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—— Soit f une fonction définie sur un intervalle [a, b[ (b fini ou infini)
o Si fest croissante et majorée sur [a, b[ alors f posséde une limite en b
o Si fest croissante non majorée sur [a, b [ alors f tend vers +o0 en b
—— Soit f une fonction définie sur un intervalle [a, b[ (b fini ou infini)
e Si fest décroissante et minorée sur [a,b [ alors f possede une limite en b

e Sij f est décroissante non minorée sur [a,b[ alors f tend vers -co en b
Image d’un intervalle par une fonction monotone :

Intervalle | Si f est croissante sur | Si f décroissante sur |
I=[a,b] f(1)=[f@),f )] f()=[fb),f@)]
'aft[)aébﬂ_&[ fm=[f@, lim_feo [ 30 :}Xgrgf<x),u§
I:[a,+oo[ f(1)=|f@), lim f f(H)=| lim fX)),
gl (h=[f@. tim feof (N=] lim_ 100 )]
Al ol e[| gl o
~ v
Y
o
&
/ ) 4
4
<
)
P 4
. c“‘o
N

>

N

<

)
~ -
@

XN
S

http://selmisse.e-monsite.com/

Page 4

Tous droits ré

APevoir.tn

Toutes hes mati

03 les miveaux...


http://www.devoir.tn/
http://www.devoir.tn/

